1 APROKSYMACJA FUNKCJI

Na niniejszych zajeciach przestawiony zostanie problem aproksymacji funkcji. Rozpatrywane
bedzie zagadnienie dla funkcji jednej zmiennej. W literaturze tematyka ta jest szeroko
dyskutowana i rozwijana. Niniejszy rozdzial zostanie ograniczony do jednej metody
aproksymacyjnej dotyczacej funkcji podanej w postaci dyskretnej. Aproksymacja bedzie
dokonana w sensie najmniejszych kwadratow.

Niech rozwazana funkcja bedzie podana w postaci dyskretnej, w N  punktach o
wspotrzednych (xl.,yl.), dla i=12,...,N. Punkty te moga by¢ wynikiem do$wiadczenia
opisujacego pewna zaleznos¢ pomiedzy wartosciami x; oraz y,. Dokladna funkcja opisujaca
te zalezno$ci na ogdt nie jest znana. Jednak w wielu przypadkach mozna zaobserwowac
charakter tej zaleznosci i na tej podstawie wyznaczy¢ funkcje aproksymujacg zalezno$¢

miedzy wartosciami x; oraz y,.

1.1 Metoda najmniejszych kwadratéow
Aproksymacja w sensie najmniejszych kwadratéw oparta jest na poszukiwaniu takiej krzywej,

dla ktorej suma kwadratéw réznicy migdzy wartoSciami danymi oraz warto$ciami funkcji
aproksymujacej jest najmniejsza.

Metode aproksymacji funkcja liniowg przedstawiono ponize;j.

Dane sg punkty (xi, yi), dla i =12,...,N . Zalezno$¢ miedzy wartoSciami x, oraz y, opisuje
si¢ prosta y =ax+b.

Funkcja okre$lajgca btad przyblizenia to

(yi - (axi + b))2
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Aby btad aproksymacji byl najmniejszy nalezy wyznaczy¢ minimum powyzszej funkcji, czyli
nalezy wyznaczy¢ pochodne czastkowe wzgledem parametréw okreslajacych aproksymujaca
prostg oraz przyroéwnac je do zera:
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Otrzymuje si¢ uktad dwoch réwnan linowych z dwiema niewiadomymi a i b:
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Rozwigzanie powyzszego uktadu daje prosta aproksymujacg funkcj¢ dang w postaci
dyskretnej w sensie najmniejszych kwadratow.
Btad metody okreslony jest wzorem
N
e=3 (3~ ax,~b)}

i=1

Przyklad. 1.1. Wyznaczy¢ prostg aproksymujaca funkcje dang w postaci dyskretnej w Tabeli

8.1.
Tabela 1.1. Dane do Przykfadu 1.1.
Llox |y
1] 1.05|-0.15
21195| 1.0
3121 | 20
41 35 | 32
51405| 44

Dane: N=5, (x.,y,),dla i=12,...,5, w Tabeli 1.1
Rozwigzanie:

Nalezy wyznaczy¢ pomocnicze wielko$ci

D x, =12.65

i=l1

5

D x} =37.9675

i=1

5
D Xy =35.0125
i=1

5

>y, =10.45

i=1
Korzystajac z powyzej wyznaczonych wielko$ci konstruuje si¢ uktad réwnan

37.9675a+12.65b =35.0125
12.65a +5b =10.45

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest



a=1.43787, b=-1.5478.

W powyzszy spos6b otrzymano prostg aproksymujacag o wzorze y=1.43787x-1.5478.
Btad metody dla rozwazanego zadania wynosi 0.0907459.

Dane punkty oraz prosta aproksymujacg przedstawiono na Wykresie 1.1.
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Wykres 1.1. Dane w przyktadzie 1.1 oraz prosta aproksymujgca.

Metode powyzsza mozna uogdlni¢ na aproksymacje¢ wielomianem stopnia m. Wielomian ten
zapisany jest w postaci P, (x)= Zaixi . Jezeli dane jest N punktéw, to stopien wielomianu
i=0
musi by¢ nizszy od liczby punktéw, czyli m<N.
Funkcja opisujgca sum¢ kwadratéw réznicy miedzy wartoSciami funkcji aproksymujacej i
warto$ciami danymi jest nastgpujaca:
N
E(a()’al""’am)z Z(yi _Pm(xi’a()’al""’am ))2 .
i=1
Aby uzyska¢ najmniejszy btad aproksymacji wyznacza si¢
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Daje to uktad m+1 réwnan liniowych z niewiadomymi a; dla i=0,l,...,m. Uklad ten

przedstawiony jest ponizej:
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Rozwigzanie powyzszego uktadu réwnan daje krzywa aproksymujaca w sensie najmniejszych
kwadratow.

Przyklad 1.2. Wyznaczy¢ krzywa stopnia trzeciego, aproksymujacg funkcje dang w postaci
dyskretnej, przedstawiong w Tabeli 1.2

Tabela 1.2. Dane do Przyktadu 1.2.

i X, Yi

1 0.3 0.43
2 0.4 0.36
3 0.5 0.35
4 0.6 0.38
5 0.7 0.37
6 0.8 0.373
7 0.9 0.39
8 1.0 0.51
9 1.1 0.6

10 12 0.65

Dane: N = 10, (x,,y,), dla i =1,2,...,10, w Tabeli 1.2

m=3.

Rozwigzanie:

Poszukiwany wielomian aproksymacyijny jest postaci: P(x)= a, +ax+a,x* +ax’

Nalezy utworzy¢ uktad rownan liniowych:
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Dla rozwazanego przyktadu uklad ten ma postac:

10a, +7.5a, + 6.45a, +6.075a, = 5.014

7.5a, +6.45a, + 6.075a, + 6.0693a, = 3.9252

6.45a, +6.075a, +6.0693a, + 6.30675 = 3.50016

6.075a, + 6.0693q, + 6.30675a, +6.73589a, = 3.39389
Rozwigzanie powyzszego uktadu daje wielomian aproksymujacy:
P(x)=0.232885+1.10101x —1.74615x* + 0.936674x

Wielomian ten oraz dane punkty zostaty przedstawione na Wykresie 8.2.
Rozwigzanie to wyznaczono z btgdem 0.000117149.
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Wykres 1.2. Krzywa aproksymujgca stopnia 3 oraz dane punkty.

Czesto w zjawiskach fizycznych opisywanych w literaturze, zaleznos$ci poszukiwane sg w

postaci funkcji wyktadniczej lub potegowej, np:
y — bellX

y = bx"

gdzie a, b sg parametrami, ktére powinny by¢ wyznaczone metoda aproksymacyjng w sensie

najmniejszych kwadratéw. Wtedy funkcje bledu sg, odpowiednio:
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Przyréwnanie pochodnych czgstkowych do zera prowadzi do uktadu réwnan nieliniowych.
Aby unikng¢ trudniejszego rozwiazywania uktadu réwnan nieliniowych od rozwigzywania
ukladu rownan liniowych, funkcje aproksymujgce przeksztalca si¢ do postaci, ktéra daje w
rezultacie rézniczkowania uktad réwnan liniowych. Osigga si¢ taki efekt logarytmujac
obustronnie rozwazane funkcje aproksymujace:

Iny=Inb+ax (1.1)
Iny=Inb+alnx (1.2)
Przyjmuje si¢ pomocnicze zmienne Y =Iny, B=Inb, X =Inx i rozwigzuje zadanie dla
liniowej funkcji aproksymujacej dla przypadku (1.1)

Y=B+ax.

Dodatkowo, dla funkcji (1.2) oznacza si¢ X = Inx irozwiazuje zadanie dla funkcji
Y=B+aX.

W obu przypadkach po skonstruowaniu funkcji bledu otrzymuje si¢ uktad réwnan liniowych,

ktérego rozwigzaniem jest para liczb: a oraz B. Ostatecznym rozwigzaniem, parametrami

funkcji aproksymujgcych sg: a oraz b = e”.

Przykiad 1.3. Wyznaczy¢ krzywa umocnienia materialu o = C¢". Oznaczenia w krzywej
umocnienia: o - naprezenie [Pa], € - odksztalcenie logarytmiczne [1], C - parametr zalezny
od materiatu [Pa], n - parametr zalezny od materiatu [1]. Charakterystyka umocnienia podana
jest w postaci Tabeli 1.3.

Tabela 1.3. Dane do Przykfadu 1.3.

i g =x, o, =Yy, [MPa]
1 0.11 403
2 0.13 416
3 0.15 428
4 0.17 440
5 0.18 445
6 0.20 455




Dane: N = 10, (x,,y.), dla i =1,2,...,10, w Tabeli 1.3

7 0.22 465
8 0.23 471
9 0.25 479
10 0.26 483

Nalezy znalez¢ funkcje aproksymujaca w postaci funkcji potegowej o = Ce", analogicznej

do funkcji y =bx“. Parametrami funkcji aproksymujacej sa C i n (czyli analogicznie do

wprowadzenia teoretycznego b, a)

i £ =x, o,=y, [MPa]| X, =In(x,) | ¥, =In(y,) X? XY,
1 0.11 403 -2.20727 5.998937 4.872063 -13.2413
2 0.13 416 -2.04022 6.030685 4.162501 -12.3039
3 0.15 428 -1.89712 6.059123 3.599064 -11.4949
4 0.17 440 -1.77196 6.086775 3.139831 -10.7855
5 0.18 445 -1.7148 6.098074 2.940534 -10.457
6 0.20 455 -1.60944 6.120297 2.59029 -9.85024
7 0.22 465 -1.51413 6.142037 2.292583 -9.29983
8 0.23 471 -1.46968 6.154858 2.159947 -9.04565
9 0.25 479 -1.38629 6.171701 1.921812 -8.55579
10 0.26 483 -1.34707 6.180017 1.814607 -8.32494
Z -16.95798 61.04250 29.49323 -103.3590

Korzystajac z powyzej wyznaczonych wielko$ci konstruuje si¢ uktad réwnan

29.49323a -16.95798B
—16.95798a +10B

=-103.359
=61.0425

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest: a = 0.213183 oraz B = 6.46577. Aby uzyska¢ parametr b

krzywej umocnienia nalezy wyznaczyé b =e” =642.756386353. Ostatecznie mozna napisa¢

postaé¢ funkcji opisujacej krzywa umocnienia materiatu: o = 642.756386353£%*"*'** MPa.

Uwaga. Wiele programéw posiada funkcje wyznaczania funkcji aproksymujacej. W
programie Excel jest to opcja ,,Dodaj linie trendu”. Funkcje aproksymujgce, dostepne w
Excelu, pokazano na Rys. 1.3. Zwréci¢ uwage nalezy na Typ trendu — wielomianowy.
Tlumaczenie na jezyk polski parametru ,,Kolejnosé¢” jest nieodpowiednia, w tym polu
wpisywany jest stopien wielomianu aproksymujacego.
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Rys. 1.3. Opcja ,,Dodaj lini¢ trendu” w Excelu.

Ponadto warto zwr6ci¢ uwage na opcje wypisywania na ekran rownanie krzywej
aproksymacji (zielone elipsy). Oraz opcje¢ wypisywania warto$ci parametru R* (czerwone
elipsy). Warto$¢ tego parametr ten powinna by¢ jak najblizsza wartosci 1.

Zadania obliczone wcze$niej mozna wykona¢ takze wykorzystujac funkcje aproksymacji w
Excelu. Na Rys. 1.3 jest przedstawiona implementacja Przyktadu 1.3.

Zadania do samodzielnego rozwiazania (zadania s3 analogiczne do tych rozwigzanych
powyzej). W ponizszych zadaniach pojawiaja si¢ parametry cj, c;, c3. S3 to cyfry za numeru
albumu studentki/studenta. c; jest ostatnig cyfra w numerze albumu, ¢, przedostatnig, c; —
trzecig od konca cyfra.

Zadaniel. Wyznaczy¢ gesto$¢ wody w temperaturze t=(-2.5+c¢,/10)°C w oparciu o tabelg, w
ktérej przedstawiono gesto$¢ wody w wybranych temperaturach:

i ti p i[kg/m’]
1 -7 998,92

2 -5 999,30

3 -3 999,58+¢,/1000
4 -1 999,79

5 0 999,87

6 2 999,97

7 4 1000,00
8 6 999,97

9 8 999,89

10 |10 999,73




Wykres zaleznosci gestosci 1 objetosci wlasciwej wody od temperatury przedstawiajg rysunki
1.4, 1.5.
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Rys. 1.4. Gestos¢ wody w zaleznosci Rys. 1.5. Zalezno$¢ objetosci
wilasciwej od temperatury wody od temperatury

Zauwazy¢ nalezy, ze woda ma najwigkszg gestos¢ w temperaturze 4°C.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ warto$¢ logarytmicznej funkcji aproksymujacej w punkcie
x=(1.8+c2/100) w oparciu o tabel¢ z danymi:

i Xi Vi

1 1.3 0.21
2 14 0.28
3 1.5 0.33
4 1.6 0.39
5 1.7 0.43+c5/1000
6 1.85+¢,/1000 0.48
7 2.0 0.52
8 2.2 0.64
9 24 0.72

zadanie 3. Sprawdzi¢, ktéra z podanych aproksymacji:

- funkcjg wielomianowa (stopnia 1 i 2)

- funkcjg potegowa

- funkcja wyktadnicza

wprowadza najmniejszy btad w przypadku aproksymacji wykonanej dla danych zawartych w
tabeli:

i X; Vi

1 3 1.2+4c;/100
3 5 1.6-¢c»/100
4 7 1.86
5 9| 2.11+c3/1000
6 11 2.33




zadanie 4. Pierwszy matematyczny model rozprzestrzeniania si¢ epidemii i wplywu
szczepien rozwazat juz Daniel Bernoulli w XVIII wieku. Dzisiaj epidemiolodzy bazuja na
modelach, ktére po raz pierwszy zostaly sformutowane w 1927 roku przez dwoch szkockich
naukowcow — Andersona McKendricak oraz Williama Kermacka. Obaj interesowali si¢
matematyka, chociaz nie byla ona ich specjalnoscig. Pierwszy byl lekarzem, drugi
biochemikiem, ktéry wszystkie obliczenia matematyczne prowadzit w pamigci, bo po
wypadku w laboratorium w roku 1924 catkowicie o$lept. W oparciu o ich rozumowanie,
mozna pokaza¢ w jaki spos6b rozprzestrzenia si¢ choroba zakazna.

Zat6zmy dla uproszczenia, ze kazdy chory, zanim nie wydobrzeje (albo umrze, bo i tak si¢
moze zdarzy¢), zakaza Srednio dwie zdrowe osoby. Liczba zakazonych podwaja si¢ w
kazdym kroku — z dwoch chorych robi si¢ czterech, z czterech — o$miu itd. — i ro$nie
lawinowo. Matematycy mdwia, ze rosnie w sposéb wyktadniczy, bo tym wzrostem rzadzi
funkcja wykladnicza — w tym przypadku 2 do potegi n, gdzie n jest liczbg oznaczajaca numer
pokolenia zakazonych. Funkcja nazywa si¢ wyktadnicza, bo zmienna jest w wyktadniku
potegi.

Oczywiscie w praktyce wzrost nie jest nieskonczony, bo z czasem w otoczeniu ogniska
choroby bedg prawie sami inni chorzy (albo ci, ktérzy juz przeszli chorobe i uodpornili si¢ na
nig), a wigc nie bedzie kogo zakaza¢. Epidemia wytraci impet.

Doktadny rozwdj epidemii w czasie mozna zapisaé w postaci nieliniowych réwnan
rézniczkowych, ktérych nie daje si¢ rozwigza¢ doktadnie, analitycznie. Trzeba uzy¢ metod
numerycznych (w ramach przedmiotu Matematyka — zastosowania inzynierskie temat bedzie
poruszany na nastepnych zajeciach).

Oczywistym jest, ze aby zdusi¢ epidemig, trzeba zmniejszy¢ liczbe nowych zakazen. Mozna
to 0siggnac przez:

- ograniczenie kontaktu chorych ze zdrowymi;

- szybko leczac wickszos¢ chorych (jesli do dyspozycji jest lekarstwo), aby nie zdazyli
zakazi¢ innych;

- przeprowadzenie szczepien ochronnych.

Szczepienia sa najtanszg i najbardziej efektywng metoda walki z chorobami zakaznymi.
Dzieki nim w spoteczenstwie jest duzy odsetek ludzi, ktérzy sa od poczatku odporni na
chorobg. I nawet jesli pojawi si¢ osoba zakazona, to bedzie miata wokét siebie ograniczony
krag tych, ktérych moze zakazi¢. Tym samym szczepienia nie tylko uodparniajg pojedyncze
osoby, lecz takze chronig calg populacje, utrudniajac zainicjowanie epidemii. Nazywa si¢ to
odpornoscia grupowa, populacyjng lub stadna.

Parametrem, ktérym postugujg si¢ epidemiolodzy w celu predykcji rozwoju epidemii, jest
bazowy wspélczynnik reprodukcji. Dla kazdej choroby, a nawet regionu, moze on by¢
inny. Ma on jednak prosty sens: oznacza $rednig liczbg oséb, ktére zakazony jest w stanie sam
wtornie zakazi¢ (w przykladzie choroby i epidemii z poczatku zadania bazowy wspdtczynnik
reprodukcji wynosit 2).

Za kazdym razem, kiedy ten wspodtczynnik jest wigkszy od 1, pojawia si¢ zagrozenie
epidemia. Zeby nie nastgpit wyktadniczy wzrost zachorowan, $rednia liczba oséb, ktéra chory
zakaza, powinna by¢ mniejsza od 1. Kolejne potggi liczb mniejszych od 1 nie rosng, tak jak
np. potegi 2, lecz malejg do zera, co oznacza, ze choroba w naturalny sposéb wygasa.

Jesli mamy do czynienia z choroba, dl ktérej bazowy wspétczynnik reprodukcji wynosi 2, to
oznacza, ze powinnis§my zaszczepi¢ wigcej niz co drugg osobg, tj. ponad 50 % populacji. Bo
wtedy S$rednia liczba nowych zakazen przypadajaca na jedng osobe zmaleje ponizej 1.
Statystyczny chory, ktéry normalnie zakazitby dwie osoby, $rednio zakazi mniej niz jedna,
gdyz ponad potowa ludzi, z ktérymi si¢ zerknie, dzigki szczepieniom bedzie odporna. I
epidemia nie wybuchnie. Oczywiscie taki wniosek mozna wysnué, zaktadajac, ze 100%
szczepien daje stu procentowg odpornosc.



Bazowy wspotczynnik reprodukcji:
odra — 95%

krztusiec — 92-94 %

btonica i r6zyczka — 83-86 %
swinka — 75-86 %.

(Cytowane z wyborcza.pl ,.Ilu z nas trzeba zaszczepi¢, aby unikng¢ epidemii? Matematyka
masowych szczepien”, z pewnymi korektami i uzupelnieniami.

wprowadzenia do zadania obliczeniowego, a nie dyskusji $wiatopogladowych)

Wyznaczy¢ bazowy wspdlczynnik reprodukcji dla rozwoju populacji chorych (epidemii) w

oparciu na danych zawartych w tabeli:

i nr pokolenia epidemicznego = x; liczba zakazonych = y;
1 1 (10+4c2)105
2 2 (10+c»)110
3 3 (10+c)116
4 4 (10+c2)121
5 5 (104¢»)128
6 6 (10+c»)134
7 7 (10+4c5)(136+c)
8 8 (10+c»)148
9 9 (10+4c2)155
10 10 (10+c2)(158+c¢3)

Wyjasni¢ znaczenie wyznaczonych parametréw (w sensie rozwoju epidemii) funkcji
aproksymujacej (w tym bazowy wspétczynnik reprodukcji). Czy epidemia wygasa czy

rozwija si¢?

Cytowane w celu




